1
Pell Denkleminin Farklı Bir Çözümü
BÖLÜM I
Tam kare olmayan A doğal tam sayısını göstermek üzere  (1) denkleminin geçmiş yüzyıllarda tam sayılı çözümünü veren bir formül bulunmuştur. İlk çözüm Lagrange olarak, sonraki yıllarda Dirrchlet bağımsız bir çözüm olarak verilmiştir. Bulunan  bu ilk çözümlerden sonra aşağıda  denklemi ile alakalı ulaşılan farklı bir yöntem geliştirildi. 
A tam kare olduğunda çözüm olmamasına rağmen  tam karenin bir alt ve bir üst değerleri için A’ya ait bir tablo yapıldığında ilginç bir sıralama ve çözümler bulunmaktadır. 

Tablo 1.
	 n
	A
	x
	y
	n
	A
	x
	y
	n
	A
	x
	y

	
	3
	7
	4
	
	35
	71
	12
	
	99
	199
	20

	2
	4
	-
	-
	6
	36
	-
	-
	10
	100
	-
	-

	
	5
	9
	4
	
	37
	73
	12
	
	101
	201
	20

	
	8
	17
	6
	
	48
	97
	14
	
	120
	241
	22

	3
	9
	-
	-
	7
	49
	-
	-
	11
	121
	-
	-

	
	10
	19
	6
	
	50
	99
	14
	
	122
	243
	22

	
	15
	31
	8
	   
	63
	127
	16
	
	143
	287
	24

	4
	16
	-
	-
	8
	64
	-
	-
	12
	144
	-
	-

	
	17
	33
	8
	
	65
	129
	16
	
	145
	289
	24

	
	24
	49
	10
	
	80
	161
	18
	
	168
	337
	26

	5
	25
	-
	-
	9
	81
	-
	-
	13
	169
	-
	-

	
	26
	51
	10
	
	82
	163
	18
	
	170
	339
	26


                                                   
Tabloya bakıldığında  için bir çözüm yok fakat A-1 ve A+1 için kolay çözümler var.   +1 olduğunda x= 2A-1 , x= +1 ve y= 2n olmaktadır.
Bu çözümleri (1) genel denklemde yerine koyarsak:
  ;     (- ( +1) . = 1 
 

1=1 denklemi sağlamaktadır.



(A-1) ÇÖZÜMLERİ:                                              
Tablo 2.
	     A
	      
	      
	
	     
	       

	3
	2
	1
	63
	8
	1

	8
	3
	1
	80
	9
	1

	15
	4
	1
	99
	10
	1

	24
	5
	1
	120
	11
	1

	35
	6
	1
	143
	12
	1

	48
	7
	1
	168
	13
	1



Bu tablo incelendiğinde ilk çözümler , olmak üzere A ile aralarında 
=1 bağıntısı bulunmaktadır.
Yani , değerleri (1) denkleminin aşikâr çözümüdür.
=                       ( - A.1 =1
1=1

,  ilk çözümler olarak kabul ettiğimize göre bundan sonraki çözümler olan , değerlerini de göz önüne alarak yeni bir tablo oluşturulur ise:      

                                
Tablo 3.
	         A
	        
	        
	       
	        

	3
	2
	1
	7
	4

	8
	3
	1
	17
	6

	15
	4
	1
	31
	8

	24
	5
	1
	49
	10

	35
	6
	1
	71
	12

	48
	7
	1
	97
	14

	63
	8
	1
	127
	16

	82
	9
	1
	163
	18

	99
	10
	1
	199
	20

	         A
	
	       
	
	          

	120
	11
	1
	241
	22

	143
	12
	1
	287
	24

	168
	13
	1
	337
	26



Bu tabloda   ve  dikkat ederek ;’ın iki katı olmaktadır. = 1 olduğundan bunu şu şekilde gösterebiliriz.

=         (2)

 ise ın karesinin iki katı ile orantılı olmaktadır. Bu sonuçtan 1 çıkartılırsa  tam olarak bulunur.
   (3)
 ve ;             (1)           Denkleminde yerleştirilir ise:

() - A (  = 1 
- 


Bu denklemle ilgili bir tablo hazırlandığında bütün kökleri verip veremeyeceğini kontrol edelim. Tablo 3’teki sayılara ek olarak farklı sayılar da ekleyelim.
Tablo 4’ü bir sonraki sayfada inceleyebilirsiniz.















               
                                               
Tablo 4.
	A
	
	 
	
	
	
	   
	
	

	3
	2
	1
	7
	4
	26
	15
	97
	56

	7
	8
	3
	127
	48
	2024
	765
	32257
	12192

	20
	9
	2
	161
	36
	2889
	646
	51841
	11592

	48
	97
	14
	18817
	2716
	3650401
	526890
	708158977
	102213944

	60
	31
	4
	1921
	248
	119071
	15 372
	7380481
	952816

	77
	351
	40
	246401
	28080
	172973151
	19712120
	121426905601
	13837880160

	92
	1151
	120
	2649601
	276240
	6099380351
	635904360
	14040770918401
	1463851560480

	107
	962
	93
	1850887
	178932
	3561105626
	344265
	68515653
	662369527142

	122
	243
	22
	118097
	10692
	57394899
	5196290
	27893802817
	2525386248

	145
	289
	24
	167041
	13872
	96549409
	8017992
	55805391361
	46343855004

	156
	2
	25
	7
	100
	26
	375
	97
	1400


                                        

Tablo 4 incelendiğinde (4) ve (5) formülleri tüm , ve , köklerini verir. Fakat , kökleri için aynı formül yanlış değerler vermektedir.  , değerleri için yapılan incelemede:
 = 2 -       (6)            ;              = 2-         (7)
Formülleri elde edildi. İspat incelenecek olursa:
= 2- 1         (4)               ;             = 2               (5)       
 = 2    (6)              ;            = 2 -          (7)

       ;                            ;          

 
-  = 1 
4 - 4

4(- A+  = 0            


= (5)    = 2- 1         (4)
1 -  + 2 +  = 0
1 - 2 + 1 + 2 = 0
2 - 2  + 2 = 0 
      bulunur.
Bulunan formüller aşağıda yazılır ise:
  = 2                                                   
 = 2 -                                                 
 = 2                                                    
 = 2 -                                                  
  = 2                                                   
 = 2 -                                                  
 = 2                                                    
 = 2 -                                                  
 = 2                                                    
 = 2 -                                                 

n = 0, 1, 2, 3 …∞ olur ise,
Her n için iki formül kullanılır. x ve y değerleri için ardışık iki kök bulunur.

   =                    (7)
   =    -             (9)
                      (8)
     (10)

Bu şekilde   denkleminin sonsuz sayıda kökleri için farklı bir yöntem geliştirilmiştir.









BÖLÜM II:
     (1) denkleminin y bölenleri ile olan ilişkisi:
 Örnek: x = 649         y = 180        A= 13 değerleri alınarak aşağıda incelenecektir.
Genel matematik literatüründe bölenlerin toplamı σ ile gösterilir. Aşağıda incelenecek olan çözümde bölenlerin sayısı   ile gösterilecektir.
x = 649 sayısı sabit alındığında y ve A değişerek karşımıza bölen sayısı kadar çıkması gerekecektir yani   = 18 defa çözüm bulacaktır.

	x = 649
	y = 180
	A= 13
	σ = 546
	 = 18



Tablo 5
	  

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	


Bulunan yeni y değerleri y = 180’nin bölenlerinden meydana gelmektedir. Bunun sonucunda sadece  denkleminden bölen sayısı kadar diğer çözümlere de ulaşmak mümkündür. 
Örnek 3:
 A=3  ;       x= 26    ;     y = 15       
y = 3.5       = 3                                 

676 = 9 +1 = 25+1
= 75      ;   =   27
Çözümler:
A = 3         x = 26       y = 15   
A = 27       x = 26       y = 5   
A = 75       x = 26       y = 3   
Bölenler toplamı:
A = 13         x = 649     y = 180     σ(180) = 546      = 18
σ (9) = 13                  σ (20) = 42              540 = 13.42
180 = 9.20                  σ (180) = σ (9) . σ (20)
Bölenlerin toplamında bilinen çözümlerdir.
 (1) Denkleminde A’nın bir tam kare olamayacağı kesin olarak bellidir. Fakat A =  kabul ederek bundan yeni  , …  ve , ,…  çözümleri kolaylıkla elde edilebilir. Bir örnekle konu açıklanır ise:
A =  = 144          =  y = 12       σ (2y) = σ (24) = 60 ;        = 8
 = 120          = 11       = 1   
 = 132          = 23       = 2
 = 136          = 35       = 3
 = 138          = 47       = 4
 = 140          = 71       = 6
 = 141          = 95       = 8
 = 142          = 143     = 12
 = 143          = 287     = 24
Bu listede x ile y orantılı olarak artmaktadır. Orantı katsayısı da ’dır. 
   - 1 =   -1   (11)
 değerleri (2y)nin bölenleridir.   y = ’dır.
 yerine (2y)nin bölenlerini sırasıyla yerleştirirsek  değerlerini ; sonra da
      (1) denkleminden A değerleri bulunur.
Örnek 1:
(11) formülünden        = 6
 = 12.6-1 = 71
 =  = 140
    - 1 
   - 1 
   - 1 
………….
   - 1 
∑    σ( - 
∑  y σ( -  (12)
Örnek 2:
A =  = 324          =  y = 18       σ (2.18) = 91         = 9
(11) formülü ve (1) genel denklemi kullanılarak aşağıda bulunan listedeki sıralamalar bulunur:
 = 288          = 17         = 1   
 = 306          = 35         = 2
 = 312          = 53         = 3
 = 315          = 71         = 4
 = 318          = 107       = 6
 = 320          = 161       = 9
 = 321          = 215       = 12
 = 322          = 323       = 18
 = 322          = 323       = 36
Örnek 1’de :  = 120 ve 
Örnek 2’de :  = 288 ve 
+1 =121     ve       + 1 = 144
+1 =289     ve       + 1 = 324
(2y)nin bölenlerinin iki kare arasına yerleştirilmiş olduğunu görülür.
   - 1 ;    2A - 1 olduğu görülmektedir. 

 (1) Denkleminde Sayısal Çözüm Kolaylığı:
y tam değer vererek x= denkleminde x tam sayısı bulmak uzun bir yoldur. Bunun için y değerine 1,2,3,...y kadar tüm tam sayıları denemek gerekir. Aşağıda çok daha küçük sayılarla çözüme ulaşıldığı görülecektir.
y= C.D gibi iki çarpanı olan bileşik sayı veya asal sayı olarak verildiğinde, asal sayı durumunda çarpanlardan biri 1’dir. C>D kabul edilir ise  D=1

C=2                  (11)              veya               C=2                  (12)
x=2-1                          (13)                                     x= 1                         (14)
formülleri yazılabilir.
 denkleminde y’ye (1,2,3,....y) kadar değer vermek yerine D’ye bir değer vererek C’yi bulmak daha kolaydır. Çünkü D<<y’dir (Özellikle büyük sayılar için.)

Örnek 1:
A = 139                                    x= 77 563 250                            y=6 578829
D=1,2,3,...747                        D= 747 için                                   C= 8807 
y = C.D = 8807 . 747 = 6578829
(1) denkleminden x=77 563 250’dir.
Yukarıda görüldüğü gibi   y=6 578829 sayısına kadar deneme yapmak yerine D=747’ye kadar yapmak yeterlidir.

Örnek 2:
A= 51                
(11) veya (12) kullanılarak sadece D=1 yazıldığında C=7 o halde y=7      x=50’dir.
C’yi bulmak için (11) veya (12) formüllerinden faydalanılır.
Büyük sayılarda 
-1   2 olduğundan kökün içi bir tam sayıya çok yaklaştığında bir formül tam sayı vermez ise diğer formülden elde edilebilir. Bu durumda üç formül yerine biri ile uğraşmak yeterli olur.

Örnek 3:
A= 73 
C= 
D= 1,2,3,...125
D=125            C=2316
y= C.D = 267000        x= 2881249
Buraya kadar yapılan tüm incelemelerde D’nin tek sayı olduğunu görülmektedir. Bu varsayımın ispatı için D için çift sayıları atlayarak sadece tek sayılarla çözüme ulaşmak hem daha kolay olmaktadır hem de ispata ulaştırma ihtimali vardır.
D= 125   kez deneme yapana kadar:
  63 Deneme yeterli olacaktır.

